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Prof. Fabio Montenegro

(1) a) Defina um corpo ordenado, completo e arquimediano.

Veja as definições no livro.

b) Use o fato de R ser arquimediano para provar que qualquer intervalo
aberto de números reais contém infinitos números racionais.

Usaremos o fato de todo intervalo (c, d) ⊂ R com d − c > 2 possuir
algum número inteiro. Seja (a, b) um intervalo não-vazio. Como b−a > 0
e R é arquimediano, existe 0 < 1/n < (b−a)/2. Esta última desigualdade
é equivalente a nb−na > 2, isto é, o intervalo (na, nb) tem comprimento
maior que 2. Logo existe inteiro m tal que na < m < nb ⇔ a < m/n <
b ⇔ m/n ∈ (a, b). Pelo mesmo argumento mostre-se que no intervalo
(a, m/n) existe um racional e, por indução, mostre-se que existe uma
infinidade de racionais no intervalo (a, b).

c) Use o fato de R ser não enumerável para mostrar que qualquer intervalo
aberto de números reais contém uma quantidade não enumerável de
números irracionais.

Usaremos o fato de todo intervalo (a, b) ⊂ R ser não enumerável. Como
Q∩(a, b) é um conjunto enumerável temos I∩(a, b) 6= ∅, onde I denota o
conjunto dos números irracionais, pois, caso contrário, o intervalo (a, b)
seria enumerável. Da mesma forma I ∩ (a, b) não pode ser enumerável,
pois teŕıamos (a, b) = (I ∩ (a, b)) ∩ Q ∩ (a, b) a união de dois conjuntos
enumeráveis.

(2) a) SejaN = {(an)n∈N/ an ∈ N e lim an = 0}. Mostre que N é um conjunto
enumerável. Para este exerćıcio consideremos N = {0, 1, 2, ...}.

Definimos Nj = {(an)n∈N ∈ N / aj 6= 0 e an = 0, ∀n ≥ j}. Observe
que a aplicação

Φ : Nj → N× ...× N︸ ︷︷ ︸
j−vezes

, definida por Φ((an)) = (a1, ..., aj)

é injetiva. Então cada Nj é enumerável. Agora é observar que

N =
∞⋃

j=1

Nj

logo enumerável, pois toda sequência (an) ∈ N possui seus termos nulos
a partir de uma certa ordem, pelo fato de lim an = 0.

b) SejaN = {(an)n∈N/ an ∈ Q e lim an = 0}. Mostre queN é um conjunto
não enumerável.
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Consideremos (xk) ⊂ N uma sequência arbitraria. Então, cada xk é uma
sequência de N que denotaremos por xk = (ak

n)n∈N. Devemos exibir uma
sequência x = (an)n∈N com x 6= xk para todo k. Definimos, para cada n ∈ N

an =


1

n
, se an

n 6= 1/n ;

0 , se an
n 6= 0.

Observe que x = (an) é uma sequência de racionais com lim an = 0, isto é,
x = (an) ∈ N . Por outro lado, x 6= xk, para todo k, pois an 6= an

n, para todo
n. Podemos concluir que N é não enumerável.

(3) Sejam (an)n∈N uma sequência de números reais e s ∈ R. Suponha que
toda subsequência desta sequência possui subsequência convergindo para s.
Mostre que a sequência (an)n∈N converge.

Suponha que lim an não seja s. Então existe ε > 0 e uma subsequência
desta sequência fora do intervalo (s − ε, s + ε). Naturalmente, nenhuma
subsequência desta sebsequência converge para s, o que contradiz a hipótese.
Logo, lim an = s.

(4) Considere duas sequências (xn) e (yn) de números reias. Mostre que estas
sequências convergem para o mesmo limite t se, e somente se,

lim
n→∞

[ tnxn + (1− tn)yn] = t

para qualquer sequência (tn) no intervalo [0, 1].

Suponhamos, inicialmente, que as sequências (xn) e (yn) covergem para t,
o que equivale a

lim |xn − t| = 0 e lim |yn − t| = 0.

Pela desigualdade triangular

|tnxn + (1− tn)yn − t| = |tn(xn − yn) + yn − t| ≤ tn|xn − yn|+ |yn − t|
e, como tn < 1 e |xn − yn| ≤ |xn − t|+ |yn − t|, temos

0 ≤ |tnxn + (1− tn)yn − t| ≤ |xn − t|+ 2|yn − t|.
Passando o limite na desigualdade acima, temos, pelo teorema do sanduiche,
que lim[ tnxn + (1− tn)yn] = t.

Prova-se a rećıproca escolhendo-se, adequadamente, sequências (tn) no
intervalo (0, 1). Para a sequência costante tn = 1 a hipótese nos garante que
lim xn = t e para a sequência costante tn = 0 que lim yn = t.

(5) Mostre que para cada 0 < t < 1 a série
∞∑

n=1

n tn converge e que a função

f : (0, 1) → R definida por f(t) =
∞∑

n=1

n tn é cont́ınua, isto é, dado s ∈ (0, 1)
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e ε > 0, existe δ > 0 tal que

| t− s| < δ, t ∈ (0, 1) ⇒ |f(t)− f(s)| < ε.

Como o limite

lim
n→∞

(n + 1)tn+1

ntn
= t lim

n→∞
(1 + 1/n) = t < 1

temos, pelo teste raiz, que a série
∑

n tn converge. Para mostrar que a
função f(t) =

∑
n tn é cont́ınua, consideremos s ∈ (0, 1) e ε > 0. Antes

mesmo de dizer quem é δ > 0, iremos considerar δ pequeno o suficiente para
que s + δ < s0 < 1. Denotemos por Sk(t) a sequência das somas parciais da
série f(t). Temos

|Sk(t)− Sk(s)| = |
k∑

n=1

n(tn − sn)| ≤
k∑

n=1

n|t− s|(tn−1 + tn−2s + ... + sn−1)

Para |t − s| < δ, tem-se t < s + δ < so, tn−1 < sn−1
o , tn−2s < sn−1

o ,...,
sn−1 < sn−1

o e

|Sk(t)− Sk(s)| ≤ δ
k∑

n=1

n(n− 1)sn−1
o .

Pelo teste da razão a série
∞∑

n=1

n(n− 1)sn−1
o = Fo converge, pois

lim
n→∞

(n + 1)nsn
o

(n− 1)nsn−1
o

= so lim
n→∞

1 + 1/n

1− 1/n
= so < 1.

Logo,

|Sk(t)− Sk(s)| ≤ δ
k∑

n=1

n(n− 1)sn−1
o ≤ δ

∞∑
n=1

n(n− 1)sn−1
o = δFo

|Sk(t)− Sk(s)| ≤ δFo.

Agora escolha δ > 0 tal que δFo < ε e s + δ < s0 < 1. Nestas condições
temos que |Sk(t) − Sk(s)| < ε para todo t ∈ (0, 1), |t − s| < δ e para todo
k. Tomando o limite na desigualdade |Sk(t) − Sk(s)| < ε quando k → +∞
temos |f(t) − f(s)| < ε sempre que t ∈ (0, 1), |t − s| < δ. Isto mostra que
f(t) é cont́ınua.


