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Solucao da primeira prova de analise
Prof. Fabio Montenegro

Defina um corpo ordenado, completo e arquimediano.
_ Veja as defini¢oes no livro.

Use o fato de R ser arquimediano para provar que qualquer intervalo
aberto de numeros reais contém infinitos nimeros racionais.

_ Usaremos o fato de todo intervalo (¢,d) C R com d — ¢ > 2 possuir
algum ndmero inteiro. Seja (a, b) um intervalo nao-vazio. Como b—a > 0
e R é arquimediano, existe 0 < 1/n < (b—a)/2. Esta ultima desigualdade
é equivalente a nb—mna > 2, isto é, o intervalo (na,nb) tem comprimento
maior que 2. Logo existe inteiro m tal que na <m < nb< a <m/n <
b < m/n € (a,b). Pelo mesmo argumento mostre-se que no intervalo
(a,m/n) existe um racional e, por indugdo, mostre-se que existe uma
infinidade de racionais no intervalo (a,b).

Use o fato de R ser nao enumeravel para mostrar que qualquer intervalo
aberto de numeros reais contém uma quantidade nao enumerdavel de
ndmeros irracionais.

_ Usaremos o fato de todo intervalo (a,b) C R ser ndo enumerédvel. Como
QN (a,b) é um conjunto enumeravel temos IN (a,b) # 0, onde I denota o
conjunto dos nimeros irracionais, pois, caso contrério, o intervalo (a, b)
seria enumeravel. Da mesma forma I N (a,b) ndo pode ser enumeravel,
pois terfamos (a,b) = (IN(a,b)) NQ N (a,b) a unido de dois conjuntos
enumeraveis.

Seja N = {(an)nen/ an € Ne lima, = 0}. Mostre que N’ é um conjunto
enumeravel. Para este exercicio consideremos N = {0,1,2,...}.

_ Definimos N; = {(an)neny € N/ aj # 0 ¢ a, =0, Vn > j}. Observe
que a aplicacao
P:N; — N >< ... X N, definida por ®((a,)) = (a1, ..., a;)

j—vezes

é injetiva. Entao cada Nj é enumerdvel. Agora é observar que

o0
N=UnN;
j=1
logo enumeravel, pois toda sequéncia (a,) € N possui seus termos nulos
a partir de uma certa ordem, pelo fato de lima,, = 0.

Seja N = {(an)nen/ an € Qe lima, = 0}. Mostre que N é um conjunto
nao enumeravel.
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_ Consideremos (zx) C N uma sequéncia arbitraria. Entdo, cada z; é uma
sequéncia de A/ que denotaremos por x; = (a¥),cn. Devemos exibir uma
sequéncia r = (a,)neny com x # xy, para todo k. Definimos, para cadan € N

1
ﬁ y S€ CLZ % 1/” )
ap =
n
0, sear#0.
Observe que = = (a,) é uma sequéncia de racionais com lima, = 0, isto é,

x = (a,) € N. Por outro lado, x # x, para todo k, pois a,, # a”, para todo
n. Podemos concluir que A é nao enumeravel.

Sejam (an)neny uma sequéncia de niumeros reais e s € R. Suponha que
toda subsequéncia desta sequéncia possui subsequéncia convergindo para s.
Mostre que a sequéncia (a,),en converge.

_ Suponha que lima, nao seja s. Entao existe ¢ > 0 e uma subsequéncia
desta sequéncia fora do intervalo (s — €,s + €). Naturalmente, nenhuma
subsequéncia desta sebsequéncia converge para s, o que contradiz a hipotese.
Logo, lima,, = s.

Considere duas sequéncias (x,) e (y,) de nimeros reias. Mostre que estas
sequéncias convergem para o mesmo limite ¢ se, e somente se,

lim [t,x, + (1 —t,)yn] = ¢
para qualquer sequéncia (t,) no intervalo [0, 1].

_ Suponhamos, inicialmente, que as sequéncias (z,) e (y,) covergem para t,
0 que equivale a

lim |z, —t| =0 e lim|y, —t| = 0.

Pela desigualdade triangular

oy + (L = t)yn — t| = [tn(®n — Yn) + Yn — t| < tolan — Ynl + |yn — 1

e, como t, < 1e |z, —yu| < |z, —t| + |y, — t|, temos
0 < |thxy + (1 —ty)yn — t| < |ay —t| + 2]y, — t|.

Passando o limite na desigualdade acima, temos, pelo teorema do sanduiche,
que lim[t,z, + (1 — t,)yn] = t.

Prova-se a reciproca escolhendo-se, adequadamente, sequéncias (t,) no
intervalo (0, 1). Para a sequéncia costante t,, = 1 a hipGtese nos garante que
limx, =t e para a sequéncia costante ¢, = 0 que limy, = t.

o
Mostre que para cada 0 < t < 1 a série Znt" converge e que a funcao

n=1

f:(0,1) — R definida por f(t) = Znt” ¢ continua, isto é, dado s € (0,1)

n=1



e € > 0, existe § > 0 tal que
’t—S‘ <67 te (071) = |f(t)_f(8)‘ < €.
_ Como o limite
1 zfnJrl
lim u:t lim(1+1/n)=t<1
n—00 ntm n—oo
temos, pelo teste raiz, que a série > nt"™ converge. Para mostrar que a
fungao f(t) = > nt™ é continua, consideremos s € (0,1) e € > 0. Antes
mesmo de dizer quem ¢é ¢ > 0, iremos considerar d pequeno o suficiente para
que s+ < sop < 1. Denotemos por Si(t) a sequéncia das somas parciais da
série f(t). Temos
k k
|5 (t) s)| = |Zn =M <> nlt— sty s 4+ 5"
n=1
Para |t — s| < 5, tem-se t < s+ 0 < S, t"TF < STH s < SN
sl < st le

|Sk(t) — Z (n—1)s" 1.

Pelo teste da razao a série Z n(n —1)s?~t = F, converge, pois
n=1
hmM— 1m1+ L/n =5, < 1.
n—oo (n — 1)nsn1 “n—oo ] — 1/n
Logo,
k
|55 (t) — Z (n—1) "1<5Z (n—1)s""! = §F,

= n=1

|5k( ) = Sk(s)] < OF.
Agora escolha § > 0 tal que 0F, < e e s+ < sp < 1. Nestas condigoes
temos que |Sk(t) — Sk(s)| < € para todo t € (0,1), |t —s| < § e para todo
k. Tomando o limite na desigualdade |Sk(t) — Sk(s)| < € quando k — +o0
temos |f(t) — f(s)| < € sempre que ¢t € (0,1), |t — s| < 0. Isto mostra que
f(t) é continua.



