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O principal objetivo deste trabalho foi provar que uma superf́ıcie S ⊂ R3 com-
pleta com curvatura Gaussiana K ≥ δ > 0 é compacta (Teorema de Bonnet). Para
tanto, obtivemos uma classificação das geodésicas como soluções de um problema
variacional, a saber:

Seja γ : [0, l]→ S uma curva parametrizada regular, onde o parâmetro s ∈ [0, l]
é o comprimento de arco de γ. Se h : [0, l]× (−ε, ε)→ S é uma variação própria

de γ e L(t) =
∫ l

0

∣∣∂h
∂s

(s, t)
∣∣ ds, então γ é uma geodésica se, e somente se, L′(0) = 0.

Como L′(0) = 0, para toda variação própria de uma geodésica, nossa próxima
informação sobre o comprimento de curvas vizinhas é dada por L′′(0).

Sejam h : [0, l]×(−ε, ε)→ S uma variação própria ortogonal de uma geodésica
γ : [0, l] → S parametrizada pelo comprimento de arco s ∈ [0, l] e V (s) = ∂h

∂t
(s, 0)

o campo variacional de h. Então

L′′(0) =

∫ l

0

(∣∣∣∣D∂sV (s)

∣∣∣∣2 −K(s)|V (s)|2
)
ds,

onde K(s) = K(s, 0) é a curvatura Gaussiana de S em γ(s) = h(s, 0).

Como as geodésicas localmente minimizam o comprimento, segue que para
toda variação própria ortogonal de uma geodésica temos L′(0) = 0 e L′′(0) ≥ 0.
Utilizando este fato juntamente com a expressão obtida para a segunda variação
do comprimento de arco, obtemos o Teorema de Bonnet.

Teorema 1 (Bonnet). Suponha que a curvatura Gaussiana K de uma superf́ıcie
completa S satisfaça K ≥ δ > 0. Então S é compacta e o diâmetro de S satisfaz
a desigualdade

diam(S) ≤ π√
δ
.
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