Universidade Federal do Piaui - UFPI
Centro de Ciéncias da Natureza - CCN
Departamento de Fisica

Relatério Final de Iniciacao Cientifica - PIBIC-UFPI

Fisica Estatistica e Termodinamica

Periodo 2010-2011

Teresina Agosto/2011



Universidade Federal do Piaui - UFPI
Centro de Ciéncias da Natureza - CCN
Departamento de Fisica

Fstudo Numérico da Dinamica de Bolhas em uma Célula
de Hele-Shaw

Romulo Brandao Madeira
Departamento de Fisica - UFPI
Bolsista PIBIC/UFPI

Prof. Dr. José Pimentel de Lima
Departamento de Fisica - UFPI
Orientador

Teresina Agosto/2011



Sumario

1 Introdugao

2 Fluidos Viscosos

2.1 A equagdo de Navier-Stokes . . . . . . . . L

2.2 O numero de Reynolds . . . . . . . . . L

2.3 Lei de Darcy aplicada ao problema . . . . . . . . .. . Lo L
3 Equagoes do movimento

3.1 Corrente de fluido bidimensional . . . . . . . ... Lo

3.2 Descricao do problema . . . . . .. oL

3.3 Construgao em mapeamento conforme . . . . . . . . . ...

4 Solugoes para cada simetria
4.1 Simetria em relacdo a linha central . . . . . . . . . ...

4.2  Simetria fore-and-aft
5 Atividades realizadas

6 Conclusoes

10
10
11
13

16
16
17

18

19



Resumo

Nos ultimos vinte anos, houve uma grande atencao ao estudo do movimento da interface entre dois fluidos
viscosos. Este problema ¢ um sistema facil de ser realizado experimentalmente e sensivel a investigacao ma-
tematica. A célula de Hele-Shaw tornou-se uma ferramenta fundamental para tal estudo.

O problema da dindmica interfacial é tratdvel, teoricamente, quando a tensao superficial é despresada. Para
esses casos, varias solucgoes foram encontradas para fluxos tanto estavéis quanto dependentes do tempo. Em
particular, uma descrigao de uma solugao analitica em termos de integrais elipticas para duas bolhas e para um
dedo como uma bolha no seu topo foi dada por Giovani Vasconcelos.

O problema de um dedo com uma pequena bolha no seu topo foi estudado por Couder, Gérard e Rabaud. Foi
notado que, devido a presenca da bolha, o dedo ficou consideralvemente mais estreito que o normal de Saffman-
Taylor. O efeito também vale para bolhas, quando uma pequena bolha localiza-se sobre o ”nariz” de outra maior,
esta fica mais alongada e sua velocidade aumenta. Estes fendmenos ainda nao foram completamente entendidos.

Solugbes para um ndmero arbitrario N de bolhas movendo-se com velocidade constante em um canal de
Hele-Shaw quando a tensdo superficial é despresada foram encontradas por Giovani Vasconcelos [1] em 2001.
Quanto as simetrias, essas solugoes sdo divididas em dois tipos: (i) solugdes para bolhas simétricas em relagéo a
linha do centro do canal e (ii) solugdes para bolhas com simetria fore-and-aft. Estas sdo construidas usando-se
mapeamento conforme e, em alguns casos especiais, expressas em termos de integrais elipticas.

O movimento ascendente de bolhas num célula de Hele-Shaw de geometria retangular ainda nao possui uma
compreensao completa, muito menos a forma das bolhas adquiridas nesse movimento. Inicialmente, foi proposto
para esse trabalho, o estudo do fluxo estaciondrio de bolhas em uma célula de Hele-Shaw, como expresso em [1]
e [4], assim com a participacao da solu¢ao numérica da equagao de Navier-Stokes.

O estudo inicial do problema de Saffman-Taylor [4] trata-se de resolver a equacao de Laplace para a pressao,
atentando-se para as condicoes de contorno. Neste trabalho, apresentaremos a estrutura do problema e como
resolvé-lo analiticamente. Para isto o aluno analisou o artigo publicado em 2001 por Giovani Vasconcelos [1]
atentando-se aos passos que levaram as solucoes analiticas do problema para dois tipos de simetrias: para bo-
lhas simétricas em relagao a linha do centro do canal e para bolhas com simetria fore-and-aft, as quais serao
explicadas posteriormente.

Palavras-chave: célula de Hele-Shaw; dindmica de bolhas



Capitulo 1

Introducao

O problema mais simples de hidrodinamica na classe dos fendmenos nao-lineares é o problema de Saffman-
Taylor, que consiste de dois fluidos movendo-se em um espaco estreito entre duas placas paralelas. Tal geometria
é conhecida como célula de Hele-Shaw. Se a separacao b entre as placas for muito pequena, o problema pode
ser considerado bidimensinal. Chamando as cordenadas perpendiculares a placa de z e as outras duas de x e
y, o problema torna-se determinar as componentes da velocidade v, e vy, a pressao P(z,y) e o vetor de duas
componenetes y(s) que descreve a posi¢ao da interface quando s varia.

A velocidade média paralela as placas é proporcional a forca local:
v(z,y) = —K;[VP(z,y) — pig] (1.1)
Onde K; é dado em termos da viscosidade dos fluido u; e o espacamento entre as placas b por:

bQ
Ki = )
124

(1.2)

i = 1,2 indica os diferentes fluidos, p; é a densidade do fluido e g é a componente da gravidade paralela as
placas. A equacdo acima é determinada a partir da lei de Darcy para fluidos, que serd apresentada a diante.

Assumindo que que o fluido em questdo é incompressivel, de forma que a divergéncia da velocidade zera,
temos que:

V2P = 0. (1.3)

A continuidade também implica que, na interface, as componentes normais da velocidade sao iguais entre si
e a velocidade da interface:

Vnp = —Kl (VPl)n = —Kg(vpg)n. (14)

Outra condigao de fronteira é necesséaria para dar o salto da pressao através das interfaces. Fisicos tedricos
que trabalham com esse problema tomam, com frequencia, o salto da pressao como a tensao superficial T' vezes
a curvatura x observada no plano xy:

AP =Tk. (1.5)



Park and Homsy sugeriram que ao invés da equacao 1.5 , que seria valido se o sistema fosse mesmo bidi-
mensional, a equagao que representa o salto da pressao seria:

AP 1+3,80(222) 8] + T, (1.6)

2172[ T 4



Capitulo 2

Fluidos Viscosos

2.1 A equacao de Navier-Stokes

Agora serd apresentado o efeito da dissipagdo da energia que acontece no decorrer do movimento de um
fluido. Isto é um processo resultante da irreversibilidade termodinamica do movimento, que é devido & friccao
interna (viscosidade) e condugao térmica. Os coeficientes 7 e ¢, definidos como coeficientes de viscosidade, sendo
¢ a sequnda viscosidade, sao independentes da velocidade e ambas positivas:

n>0,¢>0. (2.1)

Normalmente, os coeficientes de viscosidade nao mudam consideravelemente no fluido. Estes coeficientes
podem ser considerados constantes. No6s entao temos a equagao descrevendo o movimento de um fluido viscoso,
conhecida como Fqua¢do de Navier-Stokes:

2
Pl

Onde p é a densidade do fluido.

+ (v -V)v]==-Vp+nAv + (¢ + %n)V(V V). (2.2)

A Equacdo de Navier-Stokes se torna bem mais simples se o fluido em consideracdo for incompressivel,
assim V-v = 0. O tltimo termo da direita de 2.2 se torna zero. Quase sempre, considera-se os fluidos como
incompressiveis, portanto usa-se a equacao do movimento na forma

ov 1 7

2.2 O numero de Reynolds

Com o estudo do movimento de fluidos viscosos obtém-se importantes resultados com argumentos simples.
Considere algum tipo particular de movimento, como o movimento de um corpo através do fluido. Quando o
corpo nao é esférico, a direcao do movimento deve ser especificada. Pode-se considerar o fluxo em uma regiao



com fronteiras definitivas, um cano por exemplo.

A viscosidade cinemadtica, definida como v = 7/p, é o tinico parametro que caracteriza um fluido que aparece
na equacao de hidrodinamica 2.3. O fluxo é dependente da velociade e da forma e dimensdes do corpo que se
move através do fluido, através das condigoes de fronteira. Quando a forma do corpo é dada, as propriedades
geométricas podem ser determinadas por uma dimensao linear denotada por [. Considerando a velocidade da
corrente principal como u, qualquer fluxo é caracterizado por trés parametros, v, u e [, as quais tem as seguintes
dimensoes:

v =cm?/s,l = cm,u = cm/s. (2.4)

Somente uma quantidade adimensional forma-se a partir das trés acima. Ela é ul/v. Esta combinagio é
conhecida como Numero de Reynolds, denotada por R:

R = pul/n = ul/v. (2.5)
Se houver outro parametro adimensional ele pode ser escrito como uma func¢ao de R.

A equagdo de Navier-Stokes pode se tornar mais simples para fluxos com nimero de Reynolds pequeno,
ou seja, para escoamentos estacionarios como os considerados neste trabalho. Quando um fluxo de um fluido
incompressivel é estavel, a equagao é

1
(v-V)v= —;Vp + gAv. (2.6)

O termo (v - V)v é da magnitude de u?/l. J& n/pAv é da magnitude de nu/pl?, sendo que a razio dos dois
fornece o nimero de Reynolds. Assim, o termo (v - V)v é despresado quando o nimero de Reynolds for pequeno.
A equagao de movimento reduz-se a equagao

—Vp+nAv =0. (2.7)
Ela determina o movimento juntamente com a equacao da continuidade
V-v=0 (2.8)
Nota-se que tomando o rotacional da equagao 2.7 obtém-se

AV x v = 0. (2.9)

2.3 Lei de Darcy aplicada ao problema

Em dinamica dos fluidos, a lei de Darcy é uma equacao derivada que descreve o fluxo de um fluido através
de um meio. A lei foi encontrada por Henry Darcy com base nos resultados de experimentos. Representa a base
cientifica da permeabilidade de fluidos.

A permeabilidade dos fluidos é uma propriedade em permitir o escoamento de agua através dele. O coeficiente
de permeabilidade, K, é utilizado para parametrizar a permeabilidade. E um coeficiente que representa a
velocidade com que agua atravessa uma amostra. Em 1856, Darcy enunciou a lei do regime de escoamento.

Considere duas placas paralelas separadas por uma distancia pequena b. O espago entre essas duas placas
é preenchido por um fluido viscoso. Para este escoamento a equagao de Navier-Stokes 2.3 se reduz a 2.7. Se
considerarmos os eixos x e y sobre o plano paralelo as placas temos que as variagoes da velocidade sobre o eixo
z é muito maior que as variagoes sobre os demais. Dessa forma o operador A se aproxima a

Ay (2.10)



Dessa forma a equacao 2.7 se torna

82
—Vp—i—n@v = 0. (2.11)

Dividindo a equagao 2.11 por componentes, temos:

) 2

9 L =0 2.12
oz’ + 5.2 (2.12)

e

) 2

—— —uv, = 0. 2.13
8yp - nazQ Yy ( )

Supondo que o segundo termo da equagao 2.12 seja uma constante — K, temos:
K ,

Agora imaginemos q as placas estejam dispostas nas posicoes z = 0 e z = b. Usando essa condi¢ao de contorno

na equagao 2.14, obtemos:
Kb

Ci = — 2.15
L= 5 (215)
e
Cy =0. (2.16)
Dai, temos que a equagao para v, é
K
Uy = %(bz —2%). (2.17)
Analogamente, resolvendo a equagao 2.13, encontramos:
K
vy = —(bz — 2%). (2.18)

2n

Sabendo que a velocidade v é v = v,X 4 v,y e utilizando as equacoes a cima para v, e v, obtemos a lei de
Darcy aplicada ao problema:
b2

V:_@

Vp. (2.19)



Capitulo 3

Equacoes do movimento

3.1 Corrente de fluido bidimensional

Considere um fluido cuja componente z da velocidade em qualquer ponto seja zero. A velocidade V (z,y)
em qualquer ponto pode ser representada por um niimero complexo:

Vi(z,y) = p(z,y) +iq(z,y), (3.1)

onde p(z,y) e q(x,y) sdo as componentes x e y da velocidade, respectivamente.
Se o fluido em consideracao for irrotacional, ou seja, V x V = 0, entao a velocidade pode ser representada
por um gradiente de uma fungao escalar ¢(z,y), chamada de velocidade potencial:

V(z,y) = Vé(z,y). (3.2)

Linhas cuja velocidade potencial é constante sao conhecidas como equipotenciais e sao sempre normais a velo-
cidade:
o(z,y) =c. (3.3)

Se um fluido for incompressivel e livre de fontes e sorvedouros a velocidade potencial deve obedecer a equagao
de Laplace:
Ap=0= ¢zz($v y) =+ ¢yy(x, y) =0, (34)

dai conclui-se que ¢ é uma funcao harmonica.

Sendo ¢ uma fungao harmonica entdo deve existir uma funcao ¥ (z,y), chamada stream, que é harmonico
conjugado de ¢. A velocidade é sempre perpendicular as linhas cuja funcao stream é constante, ¥ (x,y) = c.
Essas linhas sdo chamadas de linhas de fluxo. Qualquer linha através da qual o fluido nao pode passar é uma
linha de fluxo.

Definimos a fungao F'(z) como sendo F'(z) = ¢(x,y) + ip(x, y), ela é conhecida como potencial complezo do
fluido. Em vista das condi¢oes de Cauchy-Riemann, temos que:

V(z) = F'(2). (3.5)

De acordo com a segdo 78 do livro em referéncia [6], temos que:

P(z,y) = /(“’ —¢u(r,t)dr + o (r,t)dt = (3.6)

%0,Y0)

2/ —q(r,t)dr —|—p(7’,t)dt=/ Vo (z,y)do, (3.7)
C

c
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entao:

(o) = /C Vi (i, y)do (3.8)

Essa ultima expressdo mostra que a fungdo ¢ (z,y) representa o fluxo do fluido atrevés de C, um caminho
qualquer ligando os pontos (g, yo) (arbitrdrio) e (x,y).

3.2 Descricao do problema

Consideremos o sistema de N bolhas movendo-se com velocidade constante U na diregdo x em uma célula
de Hele-Shaw retangular de largura 2a. A velocidade do fluido no infinito é igual a V. Devemos fazer algumas
suposicoes a fim de deixar o problema analiticamente tratavel, a saber:

e O fluido dentro das bolhas tem viscosidade despresivel, de forma que a pressao no interior da bolha é
constante.

e A tensao superficial é despresivel. Assim, a pressao do fluido viscoso terd um valor constante ao longo da
superficie da bolha.

e Os efeitos do fino filme que fica entre a bolha e as placas sao despresiveis.
e As placas sao colocadas horizontalmente, de forma que a gravidade nao tem influéncia.

devemos nos preocupar também com qual simetria estd em questdo: (i) simetria em relagdo & linha central ou
(ii) simetria fore-and-aft. Veja a figura 3.1.

(@) TA ®) YA

=Y
oa

AR
R ek iy

Figura 3.1: Simetrias: (a) em relacao & linha central, (b) simetria fore-and-aft

A velocidade v(z,y) para um fluido viscoso em uma célula de Hele-Shaw é governada pelas seguintes
equacoes:

v =Vo, (3.9)
considerando-se um fluido irrotacional,
V-v=V3¢, (3.10)
considerando-se o fluido incompressivel, onde ¢(x,y), potencial velocidade, é dado por
b2
¢= “Tou (3.11)

pela lei de Darcy '. Onde p é a pressao do fluido.

IDaqui por diante sera usado u ao invés de n para a viscosidade



Seguindo o formalismo de Saffman-Taylor, define-se algumas varidveis adimensionais:

, x=Ut , y

= =2 3.12
z Y= (3.12)
’ ¢—Ux / v —Uy
— -, =— < 3.13
¢ (U-=V)a v (U-=V)a (3.13)
onde 9 é a fungdo stream associada a ¢ e t é o tempo. Cj representard a interface da k-ésima bolha, onde
k=1,...,N, e as paredes do canal sao linhas cujo y e igual a +a.

Nas fronteiras as seguintes condigoes sao satisfeitas;
,(/}/ =F1 (3.14)

em y = +1 (significa que as paredes sdo linhas de corrente),

P = (3.15)
e
¢ =—-Uz"+ ¢, (3.16)
em Cy, (as interfaces s@o linhas de corrente),
¢~ —a' (3.17)
e
W~ —yf (3.18)

U=—, (3.19)

o1 e Py, sao constantes a ser determinadas.

Os fluxos potenciais em duas dimensdes podem ser formulados em termos do potencial complexo W(z) =
¢+, onde z = x +iy. W(z) mapeia a regido do plano z no correspondente dominio da coprrente no plano W.
A partir das equagoes 3.14-3.18, a fungdo W(z), analitica na regido do fluxo, satisfaz as condigdes de fronteira
apropriadas?:

ImW = =1 (3.20)
em y = =£1,
W = —Uz + ¢y, + ity (3.21)
emCy, k=1,...,N,
W —z (3.22)

quando |z| — oo, onde ImW denota a parte imagindria de W.

Para a simetria em relagdo & linha central do canal considera-se apenas a parte superior (y = 0) na resolucao
do problema. Quando é fore-and-aft considera-se apenas a parte da direita (z = 0).

Uma invariancia de rotagao para fluxos estaveis foi descoberto por Tian e Giovani Vasconcelos. Se uma
curva C é uma solucao para uma bolha movendo-se com velociade U na direcao x de uma célula de Hele-Shaw
ilimitada, entao a curva C’ obtida rotacionando a curva C sobre a origem por um angulo o também é uma
solugao com a velocidade U. Assim, a nova velocidade da bolha U’ é dada por

U’ = (U cosa, Usina), (3.23)

e a velocidade no infinito dada por
V' = (Ucosa,(U—V)sina). (3.24)

2Daqui por diante a notagio adimensional ser usada sem a linha (’)
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Em especial, se @ = § nés obtemos o potencial complexo rotacionado W(z) = i[W(z) +Uz]. Esta equagdo deve
obedecer as seguintes condigoes de fronteira:

ReW (z) = F(U — 1), (3.25)
em y = £1, ~
W =Uy — Vi +idy, (3.26)
em Cj, e 5
Waid — 1)z, (3.27)

quando |z| — oco. Para visualizar estas condigoes perceba a semelhanga entre as figuras 3.2(c) e 3.3(b) e entre
as figuras 3.3(c) e 3.2(b).

3.3 Construcao em mapeamento conforme

Considera-se 0 mapeamento z = f({) do semiplano superior ¢ no dominio do fluido. O intervalo |{| > 1 e
Re( = 0 é mapeado nas paredes do canal. J4 as bolhas C sao as imagens dos intervalos J; no eixo real de ¢
definido por

T = (U2k—lav2k)a k= 17"'3Na (328)

sendo —1 < vy <vg < ...<wyy < 1.

_ Agora, definindo os mapeamentos ®(¢) e %(¢) como sendo W = ®(() e W = 2(¢). A paritr da relaco
W(z) = i[W(z) + Uz] e os mapeamentos definidos a cima, temos que:

5(¢) = i[@(Q) + US(O)] = ®(Q) +US(C) = —i%(C) (3.29)

Dai tiramos essa importante relagao;
-1

1(6) = 77190 +iS(¢)) (3.30)

Para ¢ = s € Jy, tanto ®(¢) quanto X({) tem partes imagindrias constantes. Dessa consideracao, e partindo

da equagao 3.30, temos que:
-1

wr(s) = 7 [Re[®(s)] + Re[i%(s)]] = (3.31)
- %[Req)(s) + Re[iReS(s) + P Im¥(s)]] = ’ﬁl[—% + Red(s)] = (3.32)
= () = 3 [66 — Red(s)] (3.33)
onde Im%(s) = ¢x. De maneira equivalente para yx(s):
yk(s) = Zr[Im@(s) + Imfis(s)]] = (3.34)
_ %[wk + ImliRes)(s) + 2 Im3(s)]] = %m + Res(s)] = (3.35)
= ya(s) = _Wl[zpk + Rex(s)]. (3.36)

Dai, temos que a bolha Cj, é dada pelas seguinte equagOes paramétricas:

za(s) = %[m — Red(s)), (3.37)

yr(s) = —%[wk + ReX(s)]. (3.38)
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Figura 3.2: Geometria para bolhas com simetria em relagao a linha central: (a) plano z, (b) plano W, (c) plano
W, (d) plano ¢

Perceba que ¥, = 0 para simetria central e ¢, = 0 para simetria fore-and-aft. Veja as figura 3.2(b) e 3.3(c).

Solugbes para U = 2 geram solugoes para U > 1 por meio de uma mudanca de escala apropriada. O dominio
no plano W nao depende de U. Isso pode ser visualisado nas figuras 3.2(b) e 3.3(b). J4 o dominio no plano
w pode ser obtido por uma mudanga de escala do dominio para U = 2. Veja as figuras 3.2(c) e 3.3(c). Assim,
temos que:

dU)(C) = P2(C) (3.39)
EU)C) = U = 1)X(C). (3.40)

Denota-se z{(s) = z9(s) + y2(s) como sendo a solugao para a k-ésima bolha com U = 2. A solugao zx(s)
para a bolha Cj, pode ser dada em fungao da solugao para U = 2 como:

wi(s) = poi + (1= p)ap(s), (3.41)

y(s) = piby + (1 + p)yn(s), (3.42)

sendo p=1— % e ¢ = [pr]Ju=2. Daqui por diante consideraremos apenas U = 2.



Figura 3.3: Geometria para bolhas com simetria fore-and-aft: (a) plano z, (b) plano W, (c) plano W, (d) plano
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Capitulo 4

Solucoes para cada simetria

4.1 Simetria em relacao a linha central

A solucdo geral para multiplas bolhas é encontrada obtendo-se os mapeamentos conformes W = ®(({) e
W’ = %(¢) em conjunto com as equagdes 3.41 e 3.42. A interface Cy, para k = 1,..., N, pode ser dada pelas
seguintes equacoes paramétricas:

™

1
zp(s) = xf + = tanh™'s, (4.1)

7

(,1)N+k+1 s ZALO ajtj
y(s) = 7/ . ];N 1/2dt (4.2)
m var_1 (1 —1 )szl t — v,
Nas equagoes acima, temos s € J; €
—1 N k-1 V2i41 ]\L CL‘tj
zk = (=1) (—1)1/ 2i=0% dt. (4.3)
vay (1—¢2

2N
1 )Hj:l t—u;[t/2

1

Os termos a; sao coeficientes de valores reais.

Para o caso da bolha de Taylor-Saffman, N = 1, a solug@o reproduz a ja obtida por Taylor & Saffman.
Considerando N = k = 1 as equagoes paramétricas tomam a forma:

1
z(s) = —tanh ™' s, (4.4)
0
1 . Jv2—s2

O problema de duas bolhas (N = 2) também pode ser descrito em termos de integrais elipticas. Para N = 2
e k =1 as equagOes paramétricas para a primeira bolha, v; < s < 0, sao:

z1(s) = %tanh_1 s, (4.6)
B l s a + bt + ct?
nils) =2 / (1— 2)\/t(or — t)(vs — £)(vs — 1) . (4.7)

16



A segunda bolha, k =2 e v3 < s < vy4, é descrita por

xo(s) =z + %tanh_1 8, (4.8)
_ 1 a+ bt + ct?
ya(s) = ﬂ/v3 (1ftz)\/t(tfvl)(tfvg)(m—t)dt' (4.9)

A constante z(,, mostrada acima, é dada por

v3 2
1 / : a+bt+ct it (4.10)
0

zy(s) = ——
ols) =2 1—12)\/t(t — v1)(vs — £)(vs — 1)
e os coeficientes a, b e ¢ sdo determinados pelas condigoes:
Y1 (0) = yg(v4) = O, (411)

a+b+c=+/(1—-v)(1—v3)(1 —vy). (4.12)

4.2 Simetria fore-and-aft

Da mesma forma que na segao anterior, a solugao geral para bolhas com simetria fore-and-aft é encontrada
apds descobrir os mapeamentos W = ®(¢) e W’ = X(¢) em conjunto com as equagoes 3.41 e 3.42. A interface
Cr, para a k-ésima bolha é dada pelas equagbes paraméticas:

S N .
i (s) = (Vi 2= 25" dt (4.13)
m vap—1 V1 — t? H?gl |t - Ujll/Q 7

1
ye(s) = yb + - cos!s. (4.14)

O parametro s pertence ao intevalo Jj, sendo J; definido em 3.28 e y§ definido comor:

_1)NV+1 k—1 Vai41 ]\i a:t?
yk = () i (—1)! Zﬂgﬁ ! dt (4.15)
™ =0 V2 V1—t2 Hj:l t— Uj‘1/2

Os termos a; sao coeficientes de valores reais.

Para uma tinica bolha, N = 1, o método fornece uma solugao em termos de integrais elipticas como a seguir:
1 /° b—t
T Juy /(1= 2)(t — v1)(v2 — 1)

z(s) = dt, (4.16)

1
y(s) = yo + —cos 's. (4.17)
T
Onde —1 <v; <s<wy<1leb= —ag. A constante yg é definida como

1 [ b—t
Yo = _; /_1 \/(1 — tz)(lf — ’Ul)(t - ’Ug)dt. (418)




Capitulo 5

Atividades realizadas

Dentre as atividades programadas para ser realizadas no decorrer do trabalho de iniciagao ciéntifica apenas
a busca da solugado numérica do problema nao foi concluida. Devido seu carater conclusivo e de exigéncia
de maturidade tedrica o aluno nao pode realizar essa tarefa. No decorrer de um ano algumas dificuldades
foram surgindo, inclusive a incapacidade, em alguns momentos, de lidar com o projeto de iniciagao cientifica
em conjunto com o estudo das disciplinas da universidade. Tais dificuldades porém, se tornam cada vez mais
amenas. As outras atividades foram feitas regularmente, o que trouxe um amplo conhecimento tedrico para o
aluno, além de maturidade suficiente para continuar o projeto, a fim de chegar a conclusoes mais concretas até
julho de 2012, ano em que o aluno pretende apresentar o seu Trabalho de Conclusdo de Curso (TCC) sobre o
assunto.
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Capitulo 6

Conclusoes

O problema do movimento da interface entre dois fluidos viscosos ¢é facil de ser realizado experimentalmente,
mas delicado quanto a andlise matematica. A célula de Hele-Shaw é uma ferramenta indispensédvel para este
estudo. A dindmica interfacial é tratdavel quando despresa-se a tensdo superficial. Solugoes foram encontradas
para fluxos estdvéis, como pode-se ver em [1].

Considerando um sistema com um nimero N de bolhas com velocidade constante em uma célula de Hele-
Shaw pode-se dividir suas solugoes em dois tipos: (i) solugoes para bolhas simétricas em relagdo & linha do
centro do canal e (ii) solugoes para bolhas com simetria fore-and-aft. Para este trabalho, foi proposto o estudo
do fluxo estaciondrio de bolhas em uma célula de Hele-Shaw [1], [4]. Com a a solugdo numérica da equagio de
Navier-Stokes 2.3, 2.7.

A revisao bibliografica realizada até aqui foi focada nos temas propostos nas referéncias [1], [4]. O embasa-
mento tedrico estd presente principalmente nas referéncias [5] e [6]. Na referéncia [5], principalmente nos dois
primeiros capitulos, estd presente a introducao a dinamica dos fluidos necessaria para a realizacao do trabalho.
Em especial, em fluidos viscosos hé a apresentagdo da equagdo de Navier-Stokes 2.3, 2.7, e do niimero de Rey-
nolds 2.5. Na referéncia [6], hd o conteido necessédrio para o entendimento de fungoes complexas e mapeamentos
conformes.

Durante o trabalho, o aluno focou sua atencao na analise das solugoes dos problemas dados. Na medida

do possivel, os calculos foram refeitos para melhor entendimento. O foco principal de estudo foi o artigo da
referéncia [1].
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